Curs 5 - Suma a doud subspatii liniare
Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

Cadrul de lucru al acestui curs este un spatiu liniar V' de dimensiune finita n.
Am vazut cd intersectia unor subspatii liniare ale lui Veste intotdeauna un subspatiu liniar al
lui V. Oare acest lucru este valabil si pentru reuniunea unor subspatii liniare?

Observam rapid ca U; = {(,0) | z € R} si Uy = {(0,z) | x € R} sunt subspatii liniare ale lui
R? (verificati!). Dar (1,0),(0,1) € Uy UUsy si (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ Uy U Us.

Deci existd situatii in care reuniunea a doud subspatii liniare nu este un subspatiu liniar. Este
firesc sd consideram atunci cel mai mic subspatiu liniar al lui V' care contine U; U U,. Acesta
este subspatiul liniar generat de U; U U,, adicd multimea tuturor combinatiilor liniare finite de
elemente din U; U Us .

Definitia 1 Suma subspatiilor liniare Uy si Uy ale lui V' este subspatiul liniar generat de Uy U Us. Notidm
prin
U+ U; = [U1UUQ].

Propozitia 2 Fie U1, Uy C V. AtunciUy+U = (V eV |3V, €Uy, 3V €Uzai. ¥ =1 + Ua).

Demonstratie

Notdim cu W = {7 ev| 37, € Uy, IV € Usai. v = 1 + 72}. Deoarece orice vector al
lui W este o combinatie liniard de vectori din U; U Us, rezultd cd orice vector al lui W apartine
sumei celor doud subspatii liniare. Deci W C U; + Us.

— —
Considerdm acum un vector arbitrar 7 € Ui+Us = [U; U] = 371, e 7k €Uy, 3bq,--- by €
Up, 3’37 € K,i € Tk,j € Tpaid = Yr o/d;+ Y, 7 b;. Dar Up,Us C V, deci

; . = < .
Zle o'd; e Uy si Z§:1 B87 b j € Us. Rezulta U eW,deciUy + U, C W.
Bineinteles ca putem generaliza definitia si rezultatul anterior.

Definim suma subspatiilor liniare U; ale lui V, i € 1,k ca fiind subspatiul liniar generat de
Uy UUz U - - UUy. Se demonstreazd analog ca

U1—|—U2+"'+Uk={7€V‘37161],',2‘61,7]@ a.i.7=71+72+"'7k}.

Se poate intdmpla ca scrierea unui vector din U; + U, ca suma dintre un vector din U; si un
vector din U sd nu fie unicd. Sa dam un exemplu.

Fie Wy = {( _aa lc) > | a,b,c € R}, Wy = {( Z 8 ) | a,b e R} douad subspatii liniare ale
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Ws. Observam ca ( g i ) = A; + B1 = Ay + Bs.



Definitia 3 Suma U, + U, se numeste sumd directd de cele doud subspatii daci orice T € Uy + U, se
scrie in mod unic ca W1 + Vs, cu U1 € Ui, Uy € Us. Notim suma directi prin Uy & Us.

Doud subspatii liniare Uy, Uy ale lui V' se numesc suplimentare daci suma lor directd coincide cu
spatiul liniar ambiant: Uy @ Uy = V.

Propozitia 4 Fie Uy, Us Cl V. Atunci suma Uy + U, este directii < Uy N Uy = {6)}

Implicatia directa

Presupunem cd suma U; + Us este directd. Deci orice vector T el 1 @ U, se scrie in mod unic
ca71+72,cu71 e Uy, o €Us.

Fie ¥ € Uy NUs arbitrar. Atunci ¥ = 7+6>,7 € U1,6> €U, ¥ = 6>+7,6> e Uy, U e Us.
Deci ¥ = 0,¥7 € Uy NUs =U; NUs = {ﬁ}

Implicatia reciproca
Presupunem cd U; NU; = ﬁ} Fie ¥ € U; +U; a.l. v = 71 +72 = 71 +72, cu 71, 71 S
Ui, 72, WUy €Uy, Atunci vy — U1 = o — Vo € U NUs (deoarece Uy, Us Cz V, deci diferenta a

doi vectori din U; apartine lui U;, i = 1,2). Dar U1 NU; = {ﬁ}, deci ¥, = 71, WUy = Vo, adicd

scrierea U = U1 + U5 este unici. Rezults ca suma celor dous subspatii este directa.
Urmatoarea propozitie este o generalizare a celei precedente.

P'ropozma 5 Fie {Uz}zeﬁ
directd dacd si numai dacii

o familie de subspatii liniare ale lui V. Atunci suma Uy + Uy + - - - 4+ U, este

p
VEeTn=Un| Y U :{6)}
i=1,i#k

Cum putem determina dimensiunea sumei a doud subspatii liniare? Vom afla din teorema ur-
matoare.

Teorema 6 (Grassmann) Fie U1, Us - V, cu V un K-spatiu liniar de dimensiune finitd. Atunci
S.l.

dim (U1 + UQ) = dimUy + dimUsy — dim (Ul N Ug) . (1)

Demonstratie
Presupunem ca U; N Uy # {6}} sicd dimV = n,dim (U NU) =p, 0 < p < n,dimU; =m,
dimUy =k, p<m,k <n.

Fie B = {?1. cee ?p} o bazd in U; N Uy, pe care o completdm la o bazd

B = {?1. e 7?1,,7,,“, e ,7m}in Us, respectivlaobazd B” = {?1. e ,?p, 7“1, e ,71@}
in Us.

Vom demonstra cd B = {?1. e ,?]N ?pﬂ, e ,?m, 7“1, e ,7k} este bazd in Uy + U,,
de unde rezulta evident (1).

Fie W € Uy + Uy = 3, € Uy, AUy € Uy ai. U = Uy + Uso. Deci Wy € [B'], U € [B"], deci
W =+ Uy € [B'UB"] = [B"]. Am demonstrat astfel c& B" este sistem de generatori pentru
Uy + U,. Sa demonstram ca B’ este un sistem de vectori liniar independent.



Fie scalarii A, o/, p" € K,ic1,p,j€p+1,m, hep+1,kai.
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Deoarece B este bazd a lui Us, deci sistem de vectori liniar independent, rezultd B = 0vh €
p+1,k, ut =0Vl € T, p. Relatia (2) devine

p m
1=1 j=p+1

Folosim din nou cd B’ este bazi a lui U;,deci sistem de vectori liniar independent, deducem ci
A= 0Vi € 1,p,a/ = 0,Vj € p+ 1,m. Deci toti scalarii din combinatia liniara (2) sunt zero,
rezultd cd B"' este un sistem de vectori liniar independent. Cum este si sistem de generatori
pentru U; + Us, rezultd cd B’ este bazd a lui Uy + Us. Deci dim (U1 +Usz) = p+m+k =
dimU; + dimUy — dim (Ul N UQ)

O consecintd imediatd a acestei teoreme este urmadtoarea propozitie.

Propozitia 7 Fie V un K-spatiu liniar de dimensiune finitd si V1, Vs Cz V. Atunci suma Vi + V5 este
directit < dim (Vi + Vi) = dimVi + dimVs. N

Demonstratie
dim (Vi + Vo) = dimVi +dimVa & dim (Vi N Va) =0 & ViNVs = {ﬁ} & sumasuma Vi + Vs
este directd.

Exercitiul 8 Fie Vi, = [1 = (1,1,1), Wa = (0,3,1), ds = (2,—1,1)],
Vo=[U1=(1,-2,4), Uy = (-2,4,8)]
Demonstrati ci Vi @ Vo = R3 si determinati descompunerea unici a lui W = (5,—7,13) de forma

ﬁl—&—ﬁ?g,cuUlth BQE‘/Q.

1 0 2 1 0 1 0 2
Deoarece| 1 3 —1 |=0si #0Orezultdcdrang | 1 3 —1 | =2,ded {71, 72}
1 1 1 L3 1 1 1

e un sistem de vectori liniar independent si 73 depinde liniar de {71, 72} Deoarece Vi =
[71,72,73} = [71, Us,aUy + 572] = [71,72] :>{717ﬁ2} este sistem de generatori pen-
tru V;. Deci By = {717 72} este bazd a lui V; si dimV; = 2.

1 -2
Analog, deoarece rang | —2 4 =1, + 6), Vo= —20,= By = {71} este bazd a
4 8

lui V5 si dimVs = 1.
Avem B; U B, sistem de generatori §entru V1 + Va. Deoarece Card (B; U By) = 3 = dimR3,
deducem cd B3 = B{ UBy = {71, 72, 1} este bazd a lui Vi + Vs, deci dim (Vi + Vo) = dimVy +



dimVs, deci suma V; + V; este directd. Mai mult, V5 + V5 este subspatiu liniar trei dimensional al
lui R3, deci coincide cu R3. Astfel am demonstrat VieV,= R3.
Fie o, 5,7 € R a.i. W= ad, + 572 + 771. Inlocuind vectorii in aceastd relatie obtinem

o+ =5,

sistemul ¢ o + 38 — 2y = —7,cu solutia unicd o« = 2.5 = —1, v = 3. Deci W= W, + Wa, cu
a+pB+4y =13,

Wy =2U — U= (2,—1,1), Wy =371 = (3,—6,12).

Exercitiul 9 Fie Vi = [d1 = (1,2,1,1), @2 = (2,3,1,0), ds = (3,1,1,-2)],
Vo = {bl_(o 4,1,3), Bo = (1,0,-2,—6), b3:(1,0,375)}.
Determinati cite o bazd in Vy, Vo, Vi + Vo, V1 N Va.

Se procedeazd ca in exercitiul precedent pentru a determina cate o bazd in V; si V5. Obtinem
. (7 < . . g .
ca {71, s, 73} este bazid a lui V; si { bi,ba, b 3}este baza a lui V,. Deci dimV; = dimV,y = 3.

Atunci {71, 72, 73, by, bo, b 3} este sistem de generatori pentru V; + V5. Extragem din

%
acesta baza B; = {?1,72, 73, b 1}. Deci dim (V1 + Vo) = 4.

Folosind teorema lui Grassmann deducem dim (V; N'V,) = 3+ 3 — 4 = 2, deci pentru a da o
bazdain Vi N Vg este suficient sd gadsim doi vectori liniar independenti din V; N V5.

Vectorii b 2, b 3 apartin sumei V; + V5, deci putem determina coordonatele lor in baza B;.

- —
b2—x171+x272+x373+x4b1, 3)
b3—y G+ d+yds+yt s 4)

; — — .
Deoarece Vi, Va C R, deducem ¢ Wy = 2 @1 + 22 do+ 233 = by —2*b, € ViNVasi

W *Z/ Ty Ayt d s = b3*y b1€V1ﬂV2

Inlocuind vectorii in (3) si (4) obtinem doui sisteme compatlblle unic determmate pe care le
rezolvam. E suficient si determindm 2, y* si obtinem Wy = b 1, ﬁg = b 2+ b 3. Se verifica
liniara independentd a vectorilor ﬁl, ﬁg, deci By = {Uh E?Q} este obazda in V; N Va.

Observam cd dim (V; + Va) = 4 = dimR*, deci V; + V» = R*. Dar suma celor doud subspatii
nu este directd, intersectia lor nefiind subspatiul liniar nul. Deci V; si V> nu sunt suplimentare.



